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Пояснительная записка

Необходимость рассмотрения данной темы обусловлена тем, что задания с модулем нередко вызывают затруднения у обучающихся. Кроме того, задания подобного типа регулярно встречаются в материалах ЕГЭ как в базовой части, так и в заданиях повышенного и высокого уровня сложности. Вместе с тем, решение уравнений с модулем является эффективным способом повторения и закрепления навыков решения других видов уравнений и способов их решения: линейных, квадратных, дробных рациональных, тригонометрических, показательных, логарифмических. А так же, закрепляется умение решать различные виды неравенств, систем и совокупностей.

Содержание материала построено по принципу «от простого к сложному». В начале рассматриваются задания на преобразование выражений, содержащих модуль, затем простейшие уравнения и неравенства с модулем. Затем рассматриваются основные типы уравнений и неравенств, содержащих модуль, комбинированные уравнения и неравенства и методы их решения. Заканчивается изучение темы знакомством с методами решения уравнений и неравенств с модулем и параметром.
Решение уравнений с модулем
Решение уравнений и неравенств с модулем часто вызывает затруднения. Однако, если хорошо понимать, что такое модуль числа, и как правильно раскрывать выражения, содержащие знак модуля, то наличие в уравнении выражения, стоящего под знаком модуля, перестает быть препятствием для его решения.

Немного теории. Каждое число имеет две характеристики: абсолютное значение числа, и его знак. Например, число +5, или просто 5 имеет знак "+" и абсолютное значение 5. Число -5 имеет знак "-" и абсолютное значение 5. Абсолютные значения чисел 5 и -5 равны 5. Абсолютное значение числа х называется модулем числа и обозначается |x|.
Как мы видим, модуль числа равен самому числу, если это число больше или равно нуля, и этому числу с противоположным знаком, если это число отрицательно.
Это же касается любых выражений, которые стоят под знаком модуля.

Правило раскрытия модуля выглядит так:
|f(x)|= f(x), если f(x) ≥ 0, и

|f(x)|= - f(x), если f(x) < 0
Например |x-3|=x-3, если x-3≥0 и |x-3|=-(x-3)=3-x, если x-3<0.

Чтобы решить уравнение, содержащее выражение, стоящее под знаком модуля, нужно сначала раскрыть модуль по правилу раскрытия модуля. Тогда наше уравнение или неравенство преобразуется в два различных уравнения, существующих на двух различных числовых промежутках. Одно уравнение существует на числовом промежутке, на котором выражение, стоящее под знаком модуля неотрицательно. А второе уравнение существует на промежутке, на котором выражение, стоящее под знаком модуля отрицательно.

Пример 1. Решить уравнение: |x-3|=-x2+4x-3
1. Раскроем модуль.
|x-3|= x-3, если x-3≥0, т.е. если х≥3

|x-3|= -(x-3) = 3-x, если  x-3<0, т.е. если х<3

2. Мы получили два числовых промежутка: х≥3 их<3.

Рассмотрим, в какие уравнения преобразуется исходное уравнение на каждом промежутке:

А) При х≥3 |x-3|=x-3, и наше уравнение имеет вид: x-3=-x2+4x-3

Внимание! Это уравнение существует только на промежутке х≥3!
Раскроем скобки, приведем подобные члены: x2-3х=0 и решим это уравнение.

Это уравнение имеет корни: х1=0, х2=3

Внимание! Поскольку уравнение x-3=-x2+4x-3 существует только на промежутке х≥3, нас интересуют только те корни, которые принадлежат этому промежутку. Этому условию удовлетворяет только х2=3.
Б) При x<0 |x-3|=-(x-3) = 3-x, и наше уравнение приобретает вид: 3-x=-x2+4x-3

Внимание! Это уравнение существует только на промежутке х<3!
Раскроем скобки, приведем подобные члены. Получим уравнение: x2-5х+6=0 Корни: х1=2, х2=3

Внимание! Поскольку уравнение 3-х=-x2+4x-3 существует только на промежутке x<3, нас интересуют только те корни, которые принадлежат этому промежутку. Этому условию удовлетворяет только х1=2.
Итак: из первого промежутка мы берем только корень х=3, из второго - корень х=2.

Ответ: х=3, х=2
Пример 2. Решить уравнение


Решение. Рассмотрим первый случай [image: image1.png]


, то есть [image: image2.png]r = —9



 (выражение под модулем неотрицательно). Уравнение в этом случае принимает вид [image: image3.png]


, его решение [image: image4.png]


. Это решение удовлетворяет условию [image: image5.png]r = —9



. Таким образом [image: image6.png]


— корень исходного уравнения.

Во втором случае [image: image7.png]


, то есть [image: image8.png]o



. В этом случае уравнение преобразуется к виду [image: image9.png]


, его решение [image: image10.png]


. Этот корень не удовлетворяет условию [image: image11.png]o



, таким образом, [image: image12.png]


 не является корнем исходного уравнения.

Ответ. [image: image13.png]


.

Пример 3. Решить уравнение

[image: image14.png]



Решение. Сначала найдем корни уравнения [image: image15.png]


. Это [image: image16.png]1 ++5



. Следовательно, условие

[image: image17.png]


 выполняется при [image: image18.png]


 и при [image: image19.png]r>14++5



, а условие [image: image20.png]


 — при  [image: image21.png]


. Рассмотрим два случая:

1) [image: image22.png]r € (—oo;l — V5| U |1+ V5 +0)



.

Исходное уравнение на этом множестве имеет вид [image: image23.png]


.

Его корни [image: image24.png]


. Из них только [image: image25.png]


 попадает под наш случай. Докажем это:

[image: image26.png]1-vE<22Y8 1L e

©2-25<5-VIB<2+2V5 &
& -3-2/5<-V3B<-3+2/5s
= 3+2/5 >33 >3- 2/5.

V33
2




Так как [image: image27.png]NG



, то [image: image28.png]


, и, действительно, [image: image29.png]V33>0>3-2VH



. Для доказательства левой части двойного неравенства возведем его в квадрат (это можно сделать, поскольку обе части неравенства неотрицательны):

[image: image30.png]V33 <3425 33 <94+12V5+20.




Так как [image: image31.png]


, последнее неравенство также выполняется, и корень [image: image32.png]


 — посторонний. 
Из очевидной цепочки неравенств

[image: image33.png]1+v5 <338 21 2/5<5+v3322/5<3+/33 &




[image: image34.png]20 < 9 + 6+4/33 + 33



 следует, что [image: image35.png]


 является корнем уравнения.

2) [image: image36.png]r e (1 —+v5:1+/5)



.

В этом случае [image: image37.png]


, и от исходного уравнения мы переходим к уравнению [image: image38.png]


. Решения этого уравнения: [image: image39.png]


 и [image: image40.png]


. Из них только число [image: image41.png]


попадает на указанный промежуток:

[image: image42.png]0<2<1+vVhe1<Vh,
3<1—-v5&3>-1+vV5e4>5.




Корень [image: image43.png]


 — посторонний.

Ответ. [image: image44.png]5+1/33
{228



.

Пример 3. Решить уравнение

[image: image45.png]T+ 3.





Решение. Корни выражений, стоящих под модулем, — [image: image46.png]


 и [image: image47.png]


. Числовая ось разбивается точками [image: image48.png]


 и [image: image49.png]


 на три промежутка, изображенных на рис.1:




Рис. 1
Рассмотрим каждый из этих случаев.

1) [image: image51.png]r > 2



. Поскольку оба выражения, стоящие под модулем, неотрицательны на рассматриваемом промежутке, исходное уравнение преобразуется к виду [image: image52.png]


. Решение этого уравнения [image: image53.png]


. Этот корень попадает на промежуток [image: image54.png]


 и поэтому является решением исходного уравнения.

2) [image: image55.png]


. Поскольку первое выражение, стоящее под модулем, положительно, а второе отрицательно на рассматриваемом промежутке, то исходное уравнение преобразуется к виду [image: image56.png]


. Решение этого уравнения [image: image57.png]


. Поскольку [image: image58.png]


 не попадает на рассматриваемый промежуток [image: image59.png]


, то этот корень - посторонний.

3) [image: image60.png]Tr < |



. Поскольку оба выражения, стоящие под модулем, отрицательны на рассматриваемом промежутке, исходное уравнение преобразуется к виду [image: image61.png]


. Решение этого уравнения [image: image62.png]


. Этот корень принадлежит промежутку [image: image63.png]


 и является решением исходного уравнения.

Ответ. [image: image64.png]


.

Пример 4. Решить уравнение



Решение. Для решения этого уравнения раскроем модули, начиная с внутреннего. Рассмотрим два случая: 1) [image: image65.png]r = —9



 и 2) [image: image66.png]o



.

1) В этом случае [image: image67.png]


, и исходное уравнение преобразуется к виду [image: image68.png]2z + 3|




. Решая это уравнение, получаем корни [image: image69.png]


 и [image: image70.png]


.

2) При [image: image71.png]o



 раскрываем внутренний модуль: [image: image72.png]


. Получаем уравнение [image: image73.png]


, которое решений не имеет.

Ответ. [image: image74.png]{—2; -1}



.

Пример 5. Решить уравнение  [image: image75.png]



Решение. Из геометрических свойств модуля имеем: [image: image76.png]


-- это расстояние между точкой [image: image77.png]


 и точкой [image: image78.png]


, [image: image79.png]


 - расстояние между точкой [image: image80.png]


 и точкой [image: image81.png]


. Таким образом,[image: image82.png]


 - это сумма расстояний от точки [image: image83.png]


 до точек [image: image84.png]


 и [image: image85.png]


. Поскольку расстояние между точками [image: image86.png]


 и [image: image87.png]


равно [image: image88.png]


, то любая точка [image: image89.png]


, лежащая на числовой оси между точками [image: image90.png]


 и [image: image91.png]


, удовлетворяет условию. Точек, лежащих вне отрезка [image: image92.png]—3: 3



, удовлетворяющих условию, не существует, поскольку сумма расстояний от этих точек до концов данного отрезка очевидно больше [image: image93.png]


.

Ответ. [image: image94.png]—3: 3



.

Решите уравнения (для самостоятельного решения):
1. [image: image95.png]


.

2. [image: image96.png]


.

3. [image: image97.png]


.

4. [image: image98.png]|z + 2| + z|



.
Решение неравенств с модулем

Решение неравенства, содержащего абсолютную величину, основано на переходе к равносильной системе неравенств, в которых абсолютная величина не содержится.

1.Неравенство [image: image99.png]| f(Olka



, при а>0, равносильно двойному неравенству
[image: image100.png]—a< flx)<a



, при а[image: image101.png]


0, неравенство решений не имеет;

2. Неравенство [image: image102.png]| f()|>a



, при а>0, равносильно совокупности двух неравенств
[image: image103.png]fx)>a



 и [image: image104.png]Sx)<—a



, при а=0, неравенство верно при всех допустимых значениях х, при которых f(x)[image: image105.png]


0;при а<0, неравенство верно при всех допустимых значениях х.
При решении простейших неравенств иногда удобно пользоваться геометрической интерпретацией абсолютной величины.

Пример 1. Решить неравенство [image: image106.png]Id4<5



.

Решение. Используя, геометрический смысл абсолютной величины числа, можно перевести это неравенство на язык геометрии: решить данное неравенство – это найти все точки на числовой оси, расстояние от которых до начала координат меньше пяти. Из рисунка

[image: image107.jpg]


ясно, что -5 <х <5.

Ответ: (-5;5)
Пример 2. Решить неравенство [image: image108.png][2x-5]<1



.

Решение. Неравенство равносильно системе двух неравенств:

[image: image109.png]2x-5<1, [2x<6, [x<3,
f=4 f=4 2<x<3
Aa-5>1 2x>4  |x>2



.
Геометрическая интерпретация решения системы:

[image: image110.jpg]



Можно было бы записать двойное неравенство: [image: image111.png]—1<2x—-5<1



, которому равносильно исходное неравенство. Тогда[image: image112.png]—145<2X+504<2x<6 2 <x<3



.

Ответ: (2;3). 
3. Неравенства вида [image: image113.png]


.
Пусть в некоторой точке [image: image114.png]


выполнено неравенство [image: image115.png]


, тогда [image: image116.png]2(@>0



 и [image: image117.png]


Тогда выполнены неравенства[image: image118.png]—g(@< f(a)<g@)



 и на числовой оси имеет место

[image: image119.png]()




И, наоборот, пусть в некоторой точке [image: image120.png]


 выполнены неравенства [image: image121.png]—g(@< f(a)<g@)



.

Тогда, во-первых, [image: image122.png]- @) <g@) < g@>0



, а во-вторых, [image: image123.png]


.

Следовательно, имеет место условие равносильности

[image: image124.png]<26,

| @ <glx) < g < f)<g) C’{
F@>-g@).




Пример 3. Решить неравенство [image: image125.png]



Решение. Неравенство можно записать в виде [image: image126.png]2 <x?-8



,
а оно равносильно системе неравенств:

[image: image127.png]2 <x’-8, o x’72x78>0,o (x+2X(x—4)>0,
> +8 (82 +20-8>0  |(x+4)x-2)>0.




Каждое из квадратных неравенств можно решить, например, методом интервалов. Решая первое из них, получим:

[image: image128.jpg]


,то есть [image: image129.png]x<—2



 или [image: image130.png]x>4



.

Решая второе квадратное неравенство, будем иметь:

[image: image131.jpg]


,то есть [image: image132.png]x<—4



 или [image: image133.png]x>2



.

Решая систему и совмещая результаты, получим

[image: image134.jpg]



то есть х[image: image135.png]




 INCLUDEPICTURE "http://diffur.kemsu.ru/1/teori/ner_mod.files/image065.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image136.png](o) U (4 +m)



.

Ответ: [image: image137.png](o) U (4 +m)



.

4. Неравенства вида [image: image138.png]


.
Пусть дано неравенство [image: image139.png]


. Тогда, если [image: image140.png]2(x)<0



, то неравенство выполнено, т.к. модуль принимает неотрицательные значения и всегда больше любого отрицательного числа; если [image: image141.png]2(x)=>0



, то выполнена совокупность неравенств

[image: image142.png][f (x)>2(x),

J(x)<—g(x)




и на числовой оси имеет место ситуация:[image: image143.jpg]f(a) g f(a)
-g(a) g(a)




И, наоборот, пусть в некоторой точке [image: image144.png]


 имеет место совокупность неравенств

[image: image145.png][f (@)> g(a),

J@<-g(@)




Тогда, если[image: image146.png]2(@<0



, то неравенство [image: image147.png]| f(@|> g(a)



 выполнено; если [image: image148.png]2(@=>0



, то имеет место ситуация изображенная на рисунке и выполнено неравенство [image: image149.png]| f(@|> g(a)



.

Следовательно, имеем равносильные соотношения

[image: image150.png]() > g(x).

| 7@ > g () & [
EW S r) < —g ).




Пример 4. Решите неравенство [image: image151.png]I1x® +5x-18]—x*[218 - x



.

Решение: Преобразуем неравенство:

[image: image152.png]2 2 |x2 +5x-18]-x2218 - x,
2?4+ 5x-18|-x2]218 —x
15> +55-18|-x"p18-x > | ) )
1x% +5x-18| x> <18 +x

22 +5x-18> x> —x+18,

2 +s5x-18<-x2+x-18;

1% +5x-18 2 x> —x +18,
2 2 f=4 f=4

1x% +5x-18 1< x> +x-18 2 2
x2e5x-18<x” +x-18,
x24+5x-18> -x% —x+18

x26,

x(x+2)<0; x26,

= < |xe[-2:0}

x<0, x< 6.
(x+6Xx—-3)20




Ответ: [image: image153.png](- c0:-6|U|- 2;0] U |6;+<0)



.

5. Неравенства вида [image: image154.png]| () 2(x)]



.
Рассмотрим разность [image: image155.png]


. Она может быть любого знака, но сумма [image: image156.png]| f(@)]+] 2()]



 всегда неотрицательна, и умножение разности на эту сумму не изменит знака разности, т.е.:

Правило 1:Знак разности модулей [image: image157.png]


 совпадает со знаком произведения [image: image158.png]() + g(O)Sf(x) - g(x))



.

Правило 2: Если [image: image159.png]2(x)=>0



, то знак разности [image: image160.png]


 совпадает со знаком произведения [image: image161.png]() + g(O)Sf(x) - g(x))



.

Имеем еще одно условие равносильности:

[image: image162.png]| F) 4 2(@) <= (F(0) - gD (x) + g(x)) <0




Пример 5. Решите неравенство [image: image163.png]14x* —x+ 7K 2% +5x+3]



.

Решение: Воспользуемся (6):

 [image: image164.png]145° — x + 7 22° + 55+ 3| (62 +4x +10)(25° —6x+ <0 &
&G + 2+ 5% —3x +2) =(x+DBx% - 3x+ ) x—DEZ +x-D<0 >

& E-) @+ +)<0xe[- 21U




Последнее неравенство решено методом интервалов.

Ответ: [image: image165.png]


.

Пример 6. Решить неравенство

[image: image166.png]((et1)!
(o)) e 10
E+7x16)7




Решение. Преобразуем неравенство:
[image: image167.png](1) e Erier 2
+6)71)’ < N !
27
62 (;1|l7x|s)l {’# :
> x# -1,
% — 10x] > 25.




Пример 7. Решить неравенство[image: image168.png]x> — 10x] > 25




[image: image169.png]x>5+5V2,

100250,
- “ |x<5-5V2.

- 10x+25<0





 

Исключая из полученного набора точки −6 и −1 получаем множество решений исходного неравенства: [image: image170.png](—e0; —6) U (—6:5 —5vV2]U{S5}U[5 +5V2; +e0).




Ответ: [image: image171.png](—e0; —6) U (—6:5 —5vV2]U{S5}U[5 +5V2; +e0).




Пример 8. Решите неравенство
[image: image172.png](x4 D)7 = (x k4 ) < <7

e+ 6]

22— 5x14)7




Решение. Преобразуем неравенство:
[image: image173.png](—x+1)7' = (~x+4) L NN PN #4'
) )’<( 12 +6 ; (l" ﬁ’l 9) 2054 x#4,
% 4 6x] > 9.




Решим неравенство [image: image174.png]



[image: image175.png]x> -3-3V2,

x<-3+3V2,
x=-3.

2 46x-9>0,
o
2 H6r49<0




Исключая из полученного набора точки 1 и 4, получаем множество решений исходного неравенства: [image: image176.png](—e0; =3 —3v2]U{-3}U[-3+3V2:4) U (4; 4o0).




Ответ:[image: image177.png](—e0; =3 —3v2]U{-3}U[-3+3V2:4) U (4; 4o0).




Пример.9 Найдите все значение[image: image178.png]


при каждом из которых уравнение [image: image179.png]


 либо имеет единственное решение, либо не имеет решений.
Решение.
Введём обозначения:[image: image180.png]



В этих обозначениях исходное уравнение принимает вид [image: image181.png]



Заметим, что [image: image182.png]


 при [image: image183.png]= |bl, g(x) =2|b|



 при [image: image184.png]



Покажем, что при [image: image185.png]


 уравнение [image: image186.png]


 либо имеет единственное решение, либо не имеет решений.

Действительно, если [image: image187.png]


 то [image: image188.png]¢ 4 b* > 27 - |b| > 2|x]|





Если [image: image189.png]


 то [image: image190.png]


 причём равенство достигается только при [image: image191.png]b|




 и [image: image192.png]



При [image: image193.png]


 верны неравенства [image: image194.png]£(0) < g(0)



 и [image: image195.png]


 так как [image: image196.png]b* < 2|b|



 и [image: image197.png]16+ b* > 4.



Значит, уравнение [image: image198.png]


 имеет решение.

Если некоторое число [image: image199.png]


 является решением этого уравнения, то и число [image: image200.png]


 также является его решением, поскольку функции [image: image201.png]


 и [image: image202.png]


 — чётные. Значит, если уравнение [image: image203.png]


 имеет единственное решение, то это решение [image: image204.png]



Решим уравнение [image: image205.png]


 относительно [image: image206.png]



[image: image207.png]



значит, [image: image208.png]


 является решением уравнения [image: image209.png]


 при [image: image210.png]


 или [image: image211.png]b|





Случай, когда [image: image212.png]b|




 уже был разо​бран.

При [image: image213.png]


 уравнение принимает вид [image: image214.png]


 и имеет три различных решения:[image: image215.png]



Таким об​ра​зом, урав​не​ние [image: image216.png]


 имеет един​ствен​ное ре​ше​ние или не имеет ре​ше​ний при [image: image217.png]h <



 и [image: image218.png]


 то есть при [image: image219.png]


 и [image: image220.png]



Ответ: [image: image221.png]



Пример 10. Найдите все значения параметра a, при каждом из которых уравнение
[image: image222.png]x—a*+a+2|+|x—a*+3a





имеет корни, но ни один из них не принадлежит интервалу (4; 19).

Решение.
Разность выражений, стоящих под знаками модуля, совпадает с правой частью уравнения:
[image: image223.png](x—a*+3a—1)—(x—a*+a+2)=2a-3.




Сделаем замену: [image: image224.png]


 Тогда уравнение имеет вид:
[image: image225.png]



Это рав​но​силь​но усло​вию [image: image226.png]


 По​лу​ча​ем

[image: image227.png]x—a*+a+2<0<x-a*+3a-1&




[image: image228.png]Sa*-3a+1<x<a’*—a-2.




 

Урав​не​ние имеет корни, ни один из ко​то​рых не при​над​ле​жит ин​тер​ва​лу (4; 19) , толь​ко если пра​вая гра​ни​ца от​рез​ка ре​ше​ний не боль​ше 4 или левая гра​ни​ца не мень​ше 19. По​лу​ча​ем

 

[image: image229.png]@-3a+1<d—a-2,

a?-a-2<4,
@-3a+1>19

[

LAY
-

a-6<0,

3a

18>0

&

az15,

(a-3)(a+2)<0, &
(a—6)(a+3)>0




Ответ: [image: image230.png]3]U[6: 4eo).





Пример 11. Найти значения параметра a, при каждом из которых уравнение

[image: image231.png]P
x—a*+4a—2|+|x—a*+2a+3|=2a-5



 

имеет хотя бы один корень на отрезке [5; 23].

Решение.
Разность выражений, стоящих под знаками модуля, совпадает с правой частью уравнения:
[image: image232.png](x—a*+4a—2)— (x—a*+2a+3)=2a-5.




Сделаем замену: [image: image233.png]



Тогда уравнение примет вид: [image: image234.png]



Это равносильно условию [image: image235.png]


. Получаем:
[image: image236.png]x—a*+2a+3<0<x—a*+4a-2:





[image: image237.png]a* —4a+2<x<a*-2a-3.




Уравнение имеет хотя бы один корень на отрезке [5; 23], только если правая граница отрезка решений не меньше 5, а левая не больше 23. Получаем
[image: image238.png]@ —4a+2<a*~2a-3, (2a>5, a>2.5,
@ -2a-3>5, @*~2a-820, { (a-4)(a+2)>0,
@ —4a+2<23. a®—4a-21<0. ((a-T7)(a+3)<0.





Таким образом, данное уравнение имеет хотя бы один корень на отрезке [5; 23] при [image: image239.png]


принадлежащем множеству [image: image240.png]



Ответ:[image: image241.png]



Пример 12. Найдите все значения параметра [image: image242.png]


 при каждом из которых неравенство [image: image243.png]|2 —6x+ 5|~ +6x— 13| <a—a®— (x—2)*+2x -4



 имеет единственное целое решение.

Решение.
[image: image244.png]



Пусть [image: image245.png]


 тогда [image: image246.png]


 при этом, если [image: image247.png]


 — целое, то [image: image248.png]


 — также целое число.

Неравенство имеет вид [image: image249.png]ly| =y —8|+y< —a*+a—



 Построим график функции [image: image250.png]


 при [image: image251.png]


 находим, что эта функция монотонно возрастает. Следовательно, если [image: image252.png]Yo



 является решением неравенства при некотором [image: image253.png]


то все [image: image254.png]¥ < Yo



 также являются решениями.

Значит, если есть решение [image: image255.png]Vo =



то целые числа −4 и −3 также будут решениями, и тогда будет, по крайней мере, три решения данного неравенства: [image: image256.png]


Следовательно, [image: image257.png]~4<y< -3,



 и, стало быть, [image: image258.png]



Значит, должно выполняться двойное неравенство: [image: image259.png]4<-a*+a-3<




 откуда
[image: image260.png]a-1<0,
a+2>0.





 

Решение первого неравенства: [image: image261.png]



Второе неравенство выполняется при всех [image: image262.png]



Ответ: [image: image263.png]o
£
1

b




Пример 13. Найдите все значения [image: image264.png]


 при каждом из которых уравнение [image: image265.png]4 (a—4)*

a+4|+|x+a—-4



 либо имеет единственное решение, либо не имеет решений.

Решение.
Введём обозначения: [image: image266.png]



В этих обозначениях исходное уравнение принимает вид [image: image267.png]



Заметим, что [image: image268.png]


 при [image: image269.png]= |bl, g(x) =2|b|



 при [image: image270.png]



Пусть [image: image271.png]


 покажем, что в этом случае уравнение [image: image272.png]


 либо имеет единственное решение, либо не имеет решений.

Действительно, если [image: image273.png]


 то [image: image274.png]¢ 4 b* > 27 - |b| > 2|x]|





Если [image: image275.png]


 то [image: image276.png]


 причём равенство достигается только при [image: image277.png]b|




 и [image: image278.png]



При [image: image279.png]


 верны неравенства [image: image280.png]£(0) < g(0)



 и [image: image281.png]


 так как [image: image282.png]b* < 2|b|



 и [image: image283.png]16+ b* > 4.



 Значит, уравнение [image: image284.png]


 имеет решение.

Если некоторое число [image: image285.png]


 является решением этого уравнения, то и число [image: image286.png]


 также является его решением, поскольку функции [image: image287.png]


 и [image: image288.png]


 — чётные. Значит, если уравнение f (x) = g (x) имеет единственное решение, то это решение [image: image289.png]



Решим уравнение [image: image290.png]


 относительно [image: image291.png]


 [image: image292.png]by

2|b| < |b|-(|b|

2)=0.



 значит, [image: image293.png]


является решением уравнения [image: image294.png]


 при [image: image295.png]


 или [image: image296.png]b|





Случай, когда [image: image297.png]b|




 уже был разобран.

При [image: image298.png]


 уравнение принимает вид [image: image299.png]


 и имеет три различных решения:[image: image300.png]



Таким образом, уравнение [image: image301.png]


 имеет единственное решение или не имеет решений при [image: image302.png]h <



 и [image: image303.png]


 то есть при [image: image304.png]


 и [image: image305.png]



Ответ: [image: image306.png]



Пример 14. Найдите все значения a, при каждом из которых уравнение
[image: image307.png]xz

lx—a+6|=|x+a-6|

(a—6)*




 

имеет единственный корень.

Решение.
Запишем уравнение в виде 
[image: image308.png]4 (a—6)=|x+a—6|+|x—a+6|




 

Если [image: image309.png]


 является корнем исходного уравнения, то и [image: image310.png]


 является его корнем. Значит, исходное уравнение имеет нечётное число корней, только если [image: image311.png]


 то есть [image: image312.png]


 Подставим значение [image: image313.png]


 в уравнение:
[image: image314.png](a—6)*

2la—6|<|a—6|-(la—6|

©





 

откуда либо [image: image315.png]a—-6/l=0&a




 либо [image: image316.png]a—6/=2&a



 или [image: image317.png]



При [image: image318.png]


 уравнение принимает вид [image: image319.png]


 Корнями этого уравнения являются числа [image: image320.png]2.0



 и [image: image321.png]


 то есть уравнение имеет ровно три корня.
При [image: image322.png]


 и при [image: image323.png]


 уравнение принимает вид [image: image324.png]244 =|x—2|+|x+2|.




При [image: image325.png]X <



 это уравнение сводится к уравнению [image: image326.png]


 которое не имеет корней.
При [image: image327.png]


 получаем уравнение [image: image328.png]


 которое имеет единственный корень.
При [image: image329.png]xr>2



 получаем уравнение [image: image330.png]


 которое не имеет корней.

Таким образом, при [image: image331.png]


 и при [image: image332.png]


 исходное уравнение имеет единственный корень.
Ответ: [image: image333.png]


 и [image: image334.png]



Пример 15. При каких [image: image335.png]


 уравнение [image: image336.png]-2 -3

2a=|x—a|



 имеет ровно три корня?

Решение.
Запишем уравнение в виде [image: image337.png]



[image: image338.png]



Построим графики левой и правой частей уравнения (см. рис.) Из рисунка видно, что подходящих значений [image: image339.png]


 ровно два — при одном из них график правой части проходит через точку [image: image340.png]


 при другом — касается отраженного участка параболы.

Первое происходит при [image: image341.png]


, а второе — когда уравнение [image: image342.png]34 2x—x*=3a

X



 имеет единственный корень. Приравнивая дискриминант к нулю, находим [image: image343.png]513




 

Ответ: [image: image344.png]



[image: image345.png]


